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Magistrsko delo obravnava deformacijsko in napetostno stanje kompozitne konstruk-
cije spremenljivega prereza, podprte z vzmetno podlago. Opravljena je analiticˇna,
numericˇna ter eksperimentalna analiza slalomske smucˇi in primerjalne kompozitne kon-
strukcije z nespremenljivim precˇnim prerezom. Numericˇna analiza je izvedena po teoriji
velikih premikov s pomocˇjo metode koncˇnih elementov. Obremenitve in robni pogoji
so definirani na podlagi standardnega upogibnega preizkusa, opravljenega v podjetju
Elan. Opravljena je primerjava med rezultati numericˇnega in analiticˇnega preracˇuna
ter eksperimentalne analize.
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Abstract
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Bending of a composite beam on an elastic foundation
Jernej Rijavec
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finite element method
This dissertation analyzes strain and stress states of composite construction with va-
riable cross section, supported by elastic foundation. Analytical, numerical and expe-
rimental analysis of slalom skis and a corresponding composite construction with a
constant cross section was carried out. Numerical analysis was conducted according
to the large deflection theory with finite element method. Boundary conditions and
applied loads, corresponded to standard deflection test performed at company Elan.
Comparison between analytical, numerical and experimental results was carried out.
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1 Uvod
1.1 Ozadje problema
Drsenje po snezˇni podlagi je ljudem zˇe od nekdaj predstavljalo posebno vrsto veselja.
Potreba po potovanju prek zasnezˇenih planjav se je kmalu spremenila v obliko zabave,
tekmovanja in premikanja mej mogocˇega. Sledil je hiter razvoj tako tehnike smucˇanja
kot tudi smucˇi.
Ko smucˇamo po strmem bregu, si tezˇko predstavljamo, koliko funkcij vsebuje na videz
zelo preprosto oblikovan kos deske. Sˇele z globljim razumevanjem zgradbe in lastnosti
materialov vidimo, kako tezˇko je izdelati funkcionalne in uravnotezˇene smucˇi, ki nam
nudijo obilo uzˇitkov ob spusˇcˇanju po zasnezˇenih strminah.
Skozi leta so se smucˇi razvile do te mere, da so izboljˇsave obstojecˇih resˇitev vedno tezˇje
dosegljive. Zaradi zapletenosti njihove zgradbe je koncˇni rezultat tezˇko predvideti,
zato je dobro imeti referenco, ki dopusˇcˇa razvoj brez skrbi pred visokimi proizvodnimi
strosˇki.
1.2 Cilji naloge
Z magistrskim delom bomo postavili osnovo za izgradnjo modela, ki bo omogocˇal si-
muliranje odziva smucˇi poljubne konstrukcije na obremenitev in bo socˇasno zajemal
vpliv snezˇne podlage.
Na zacˇetku dela bomo opisali osnove, potrebne za razumevanje obravnavanega pro-
blema. Sledilo bo poglavje, v katerem bomo predstavili obravnavani konstrukciji. V
naslednjem delu bomo ustrezno opisali opravljene poizkuse na konstrukcijah in upo-
rabljenih materialih. Pridobljeni rezultati nam bodo v nadaljevanju sluzˇili za izvedbo
analiz. Sledilo bo poglavje, v katerem bomo analiticˇno preracˇunali eno izmed obrav-
navanih konstrukcij. Rezultati analiticˇnega preracˇuna nam bodo sluzˇili kot referenca
za numericˇni preracˇun, ki bo opisan v naslednjem poglavju. Numericˇni preracˇun bo
potekal po metodi koncˇnih elementov v programskem okolju Abaqus, kjer bomo po-
stavili model za preracˇun stanja konstrukcije in podporne podlage. Na koncu bomo
opravili primerjavo rezultatov, pridobljenih s pomocˇjo vseh treh metodologij, in zapi-
sali ustrezne zakljucˇke. V primeru ujemanja rezultatov analiz bomo lahko trdili, da
smo uspesˇno simulirali realno stanje obravnavanega problema.
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2 Teoreticˇne osnove
2.1 Konstrukcijski element - nosilec
Nosilec, prikazan na sliki (Slika 2.1) spada v skupino ravninskih elementov. Cˇe nosilec
prerezˇemo z ravnino m-n dobimo vpogled v stanje notranjih sil. V prerezu se pojavijo
precˇne sile in upogibni momenti, ki so predznacˇeni glede na postavljen koordinatni
sistem. Za levo polje nosilca bomo koordinatni sistem postavili tako, da bo pozitivna
y os kazala navzdol, pozitivna x os pa proti desni. Za desno polje nosilca bomo koor-
dinatni sistem postavili ravno obratno, pozitivna y os bo kazala navzgor, pozitivna x
os pa proti levi. Posledicˇno so precˇne sile pozitivne, cˇe kazˇejo v smeri y osi. Upogibne
momente pozitivno predznacˇimo, cˇe so usmerjeni, za levi del v protiurni smeri, za desni
del pa v sourni smeri. To predpostavko bomo uporabili tudi v nadaljevanju magistrske
naloge. [1, 2].
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Slika 2.1: Konzolni nosilec: a) obremenjen nosilec, b) precˇna sila T in upogibni
moment M v nosilcu.
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2.1.1 Diferencialna enacˇba upogibnice
Vzemimo primer konzolno podprtega nosilca in ga na krajiˇscˇu obremenimo z obremeni-
tvijo P (Slika 2.2a). Obremenitev, povzrocˇi upogib ter tako deformira ravno vzdolzˇno
os nosilca v krivuljo, imenovano upogibnica, prikazano na sliki, (Slika 2.2b) [1].
Slika 2.2: Upogib nosilca s konzolnim podprtjem: a) obremenjen nosilec,
b) upogibnica.
Razdaljam1O
′ od krivulje do srediˇscˇa ukrivljenosti je radij ukrivljenosti, ki ga oznacˇujemo
z grsˇko cˇrko ρ, ukrivljenost pa z grsˇko cˇrko κ, ki je definirana kot obratna vrednost
radija ukrivljenosti (Slika 2.3a) [1].
κ =
1
ρ
. (2.1)
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Slika 2.3: Geometricˇna analiza upogibne krivulje konzolno podprtega nosilca.
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Predznak ukrivljenosti je odvisen od postavitve koordinatnega sistema. Cˇe pozitivna
x os kazˇe proti desni in pozitivna y os navzgor, ima ukrivljenost pozitiven predznak in
konkavno obliko. V nasprotnem primeru je negativno predznacˇena in ima konveksno
obliko (Slika 2.4) [1].
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Slika 2.4: Dogovor o predznaku ukrivljenosti.
Ko nosilec ukrivimo, se v vsaki tocˇki upogibnice poleg upogiba pojavi tudi zasuk osi
nosilca za kot ϕ, ki predstavlja kot med x osjo in tangento na upogibnico v tocˇki m1
(Slika 2.3a,b). Cˇe se konstrukcija pod vplivom obremenitev deformira v tako majhnem
obsegu, da so spremembe komaj vidne, lahko analizo konstrukcije aproksimiramo po
teoriji majhnih premikov, ki predpostavlja, da je ob majhnih zasukih ϕ razdalja ds
enaka razdalji dx, ds ≈ dx. Z uposˇtevanjem te predpostavke dobimo [1, 2]:
κ =
1
ρ
=
dϕ
dx
. (2.2)
V primeru majhnega kota ϕ sledi, da je tanϕ = ϕ, torej:
ϕ ≈ tanϕ = dv
dx
. (2.3)
V primeru, da je nosilec linearno elasticˇen, lahko zapiˇsemo naslednjo zvezo:
d2v
dx2
=
M
EI
, (2.4)
ki predstavlja diferencialno enacˇbo upogibnice, v kateri je M upogibni moment, EI
pa upogibna togost nosilca. Cˇe zgoraj zapisane zveze vstavimo v diferencialno enacˇbo
upogibnice (Enacˇba 2.4), ob konstanti upogibni togosti nosilca dobimo:
EI
d2v
dx2
=M, EI
d3v
dx3
= T, EI
d4v
dx4
= −q. (2.5)
S pomocˇjo zgornjih zvez lahko popolnoma definiramo napetostno in deformacijsko sta-
nje obravnavane konstrukcije.
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2.1.2 Vzdolzˇne napetosti in deformacije
V nadaljevanju bomo obravnavali primer nosilca v cˇistem upogibu s konstantno ukri-
vljenostjo. Vzdolzˇne napetosti in deformacije lahko dobimo na podlagi analize ukri-
vljenosti nosilca.
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Slika 2.5: Deformacija nosilca pri cˇistem upogibu: a) nosilec pred obremenitvijo, b)
prerez nosilca, c) deformiran nosilec.
Precˇni prerezi konstrukcije mn in pq ostanejo plani in pravokotni glede na upogibnico
tudi v stanju upogiba (Slika 2.5). Zaradi upogibnih deformacij pride do zasuka prerezov
mn in pq glede drug na drugega. Ravnino, oznacˇeno s cˇrtasto cˇrto ss, imenujemo
nevtralna ravnina, njen presek s precˇnim prerezom konstrukcije pa nevtralna os. V
nasˇem primeru je nevtralna os z os [1–3]. Odvisnost med ukrivljenostjo konstrukcije
in vzdolzˇno deformacijo izrazimo kot:
ϵ1 = −y
ρ
= −κy. (2.6)
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V nasˇem primeru se bomo posluzˇevali linearne zveze med napetostjo in deformacijo
σ = Eϵ, iz cˇesar sledi:
σx = Eϵx = −Ey
ρ
= −Eκy. (2.7)
Iz enacˇbe (Enacˇba 2.7) je razvidno, da se osne napetosti, delujocˇe na precˇni prerez,
linearno spreminjajo z oddaljenostjo y od nevtralne osi (Slika 2.6a). [1, 2]
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Slika 2.6: Vzdolzˇne napetosti v nosilcu iz linearno elasticˇnega materiala: a) stranski
pogled z razporeditvijo vzdolzˇnih napetosti, b) precˇni prerez s prikazano z osjo kot
nevtralno osjo prereza.
Vzemimo element plosˇcˇine dA iz precˇnega prereza (Slika 2.6b). Element se nahaja na
razdalji y od nevtralne osi, posledicˇno lahko napetost, delujocˇo na element, izracˇunamo
z enacˇbo:
∫
A
σxdA =
∫
A
EκydA = 0. (2.8)
Ker sta ukrivljenost κ in elasticˇni modul E konstantni v vsaki tocˇki prereza, ju ne
vkljucˇimo v integracijo, iz cˇesar sledi:
∫
A
ydA = 0. (2.9)
Iz enacˇbe (Enacˇba 2.10) je razvidno, da je rezultirajocˇi moment, povzrocˇen zaradi osnih
napetosti v prerezu, enak upogibnemu momentu M (Slika 2.6a):
dM = σxydA. (2.10)
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Cˇe vzdolzˇno napetost σx zamenjamo z izrazov v enacˇbi (Enacˇba 2.7), dobimo:
M = −
∫
A
κEy2dA. (2.11)
Zgornja enacˇba nam poda odvisnost med ukrivljenostjo nosilca in upogibnim momen-
tom. Primerno je, da jo zapiˇsemo kot:
M = −κEI, (2.12)
v kateri je:
I =
∫
A
y2dA. (2.13)
I predstavlja vztrajnostni moment prereza glede na z os. Enacˇbo (Enacˇba 2.12) lahko
sedaj preuredimo v:
k =
1
ρ
=
M
EI
. (2.14)
Enacˇba (Enacˇba 2.14) nam pokazˇe, da je ukrivljenost κ neposredno povezana z upo-
gibnim momentom M in obratno sorazmerna s kolicˇino EI, ki jo imenujemo upogibna
togost. Cˇe enacˇbo za ukrivljenost (Enacˇba 2.14) vstavimo v enacˇbo, ki nam izrazˇa
vzdolzˇno napetost (Enacˇba 2.7), dobimo upogibno enacˇbo:
σx =
My
I
. (2.15)
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2.1.3 Kompozitni nosilci
jedro
zunanje plasti
Slika 2.7: Primer sendvicˇ konstrukcije.
Nosilce, ki so sestavljeni iz vecˇ slojev razlicˇnih materialov, imenujemo kompozitni no-
silci. Razviti so bili zaradi potrebe po dobrih mehanskih lastnostih, nizke mase in
prihranka materialov. Primer zgradbe kompozitnega nosilca v sˇiroki uporabi je t.i.
sendvicˇ konstrukcija. Ta tip konstrukcije je obicˇajno sestavljen iz lahkega jedra, ki je
obdano z vecˇ tankimi plastmi materiala z visokim elasticˇnim modulom (Slika 2.7). Ker
so toge plasti odmaknjene od nevtralne osi, doprinesejo konstrukciji veliko upogibno
togost. Sredica ima vlogo polnila in opore ter preprecˇuje uklon in gubanje zunanjih
plasti [1, 4, 5].
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Slika 2.8: Kompozitni nosilec: a) kompozitni nosilec iz dveh materialov, b) precˇni
prerez nosilca, c) porazdelitev deformacij ϵx prek prereza, d) porazdelitev napetosti
prek prereza.
Vzemimo primer kompozitnega nosilca iz dveh materialov z elasticˇnima moduloma E1
in E2 (Slika 2.8). Ker je nosilec iz dveh materialov, lahko s pomocˇjo Hookovega zakona
in enacˇbe osne deformacije (Enacˇba 2.7) izracˇunamo osno napetost v posameznih slojih:
σx1 = −E1κy σx2 = −E2κy. (2.16)
Polozˇaj nevtralne osi lahko izracˇunamo iz pogoja, da je vsota vseh osnih sil, delujocˇih
na prerez, enaka nicˇ:
∫
1
σx1dA+
∫
2
σx2dA = 0, (2.17)
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iz enacˇbe je razvidno, da je pod prvim integralom zajet zgornji sloj nosilca, pod dru-
gim integralom pa spodnji sloj. Cˇe vstavimo enacˇbo (Enacˇba 2.16) v (Enacˇba 2.17),
dobimo:
−
∫
1
E1κydA−
∫
2
E2κydA = 0. (2.18)
Ker je ukrivljenost konstantna vzdolzˇ nosilca, je ne integriramo in izvzamemo iz enacˇbe.
Tako dobi enacˇba koncˇno obliko:
E1
∫
1
ydA+ E2
∫
2
ydA = 0. (2.19)
Izraza pod integraloma predstavljata prva momenta dvoslojnega prereza glede na na
nevtralno os. Alternativna metoda za izracˇun porazdelitve napetosti v prerezu je
metoda transformiranih prerezov. Metoda temelji na zgoraj izpeljanih enacˇbah za
preracˇun kompozitnega nosilca, zato ima enake omejitve, veljavna je le za linearno
elasticˇne materiale in nam daje enake rezultate kot prej opisana metoda. Z metodo
transformiranih prerezov spremenimo prerez kompozitnega nosilca v enakovreden pre-
rez namiˇsljenega nosilca, ki je sestavljen iz le enega materiala. Nadaljnjo analizo opra-
vimo na enak nacˇin kot za nosilce, sestavljene iz enega materiala. Cˇe hocˇemo, da
ima transformirani nosilec enake mehanske karakteristike kot originalen nosilec, mora
njegova nevtralna os ostati na enakem polozˇaju, zmozˇnost prenasˇanja upogibnih obre-
menitev pa mora ostati enaka. Oglejmo si primer dvoslojnega kompozitnega nosilca
na sliki (Slika 2.9) [1, 5].
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Slika 2.9: Dvoslojni kompozitni nosilec: a) resnicˇni prerez, b) transformirani prerez,
sestavljen iz enega materiala.
Nevtralno os prereza izracˇunamo po enacˇbi (Enacˇba 2.20), v kateri normiramo elasticˇna
modula E1 in E2, na naslednji nacˇin:
∫
1
ydA+
∫
2
nydA = 0, (2.20)
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kjer je n razmerje elasticˇnih modulov. Sedaj lahko enacˇbo (Enacˇba 2.19) zapiˇsemo kot:
n =
E1
E2
. (2.21)
Ker sta enacˇbi (Enacˇba 2.19) in (Enacˇba 2.20) enakovredni, nevtralna os ohrani svoj
polozˇaj, cˇe vsak elementaren delec prereza dA pomnozˇimo s faktorjem n. Na ta nacˇin
dobimo transformiran prerez s slojem 1, ki je ostal nespremenjen, in slojem 2, ki smo
ga povecˇali za faktor n. V tem primeru je E2 > E1 in n > 1. Odvisnost med upogibnim
momentom in ukrivljenostjo za transformiran nosilec mora ostati enaka. Transformiran
nosilec je iz enega materiala, zato lahko izhajamo iz enacˇbe (Enacˇba 2.7), iz katere sledi,
da:
M =
∫
A
σxydA =
= −
∫
1
σxydA−
∫
2
σxydA =
= E1k
∫
1
y2dA+ E1k
∫
2
y2dA =
= κ(E1I1 + E1nI2)
ali
M = κ(E1I1 + E2I2)
(2.22)
Upogibne napetosti v 1. sloju nosilca transformiranega prereza lahko izrazimo s pomocˇjo
enacˇbe upogiba:
σx1 =
My
It
, (2.23)
kjer je It vztrajnostni moment transformiranega prereza. Povezavo z vztrajnostnima
momentoma netransformiranega prereza izrazimo z enacˇbo:
It = I1 + nI2 = I1 +
E2
E1
I2. (2.24)
Cˇe vstavimo zgornjo enacˇbo v (Enacˇba 2.23), dobimo:
σx1 = − MyE2
E1I1 + E2I2
. (2.25)
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Za izracˇun napetosti v 2. sloju nosilca transformiranega prereza moramo enacˇbo
(Enacˇba 2.23) pomnozˇiti z razmerjem elasticˇnih modulov n:
σx2 = −My
It
n. (2.26)
Ob zdruzˇitvi enacˇbe (Enacˇba 2.24) z zgornjo enacˇbo dobimo na enak nacˇin:
σx2 = − MynE1
E1I1 + E2I2
= − MyE2
E1I1 + E2I2
. (2.27)
Metoda transformiranih prerezov nam omogocˇa pregleden nacˇin izracˇuna napetosti v
kompozitnih nosilcih z vecˇ sloji. To metodo bomo uporabili tudi v nadaljevanju pri
analiticˇnem preracˇunu kompozitnega nosilca.
2.2 Nosilec na vzmetni podlagi
2.2.1 Nosilec neskoncˇne dolzˇine
Vzemimo primer ravnega prizmaticˇnega nosilca konstantne upogibne togosti EI, pod-
prtega z vzmetno podlago (Slika 2.10). Cˇe nosilec obremenimo s silo P , bo upogib
nosilca povzrocˇil zvezno porazdeljeno reakcijsko silo p v podlagi. Predpostavili bomo,
da je velicˇina p linearno odvisna od upogiba v vsaki tocˇki nosilca vzdolzˇ x osi, torej je
p = kv. Reakcijske sile podlage bodo vedno delovale le v vertikalni smeri in naspro-
tovale upogibu nosilca. Predpostavka p = kv dolocˇa, da je podporni medij iz linearno
elasticˇnega materiala. Elasticˇnost podpornega medija je torej opredeljena s silo, poraz-
deljeno na enoto plosˇcˇine, ki povzrocˇa enotski pomik v. Konstanto podpornega medija
k0 imenujemo elasticˇni modul podlage. V primeru, ko imamo nosilec sˇirine b, znasˇa
k = k0b [N/mm
2] [6, 7].
y
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c
P
q
0
p=kv
Slika 2.10: Nosilec na vzmetni podlagi.
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M
T
T+dT
M+dM
dx
qdx
Pdx=kvdx
Slika 2.11: Infinitezimalen delec sˇirine dx.
Vzemimo infinitezimalen delec nosilca sˇirine dx (Slika 2.11) ter zapiˇsimo njegovo rav-
notezˇno enacˇbo:
T − (T + dT ) + kvdx− qdx = 0, (2.28)
kjer je:
dT
dx
= kv − q. (2.29)
Z uporabo odvisnosti T = dM
dx
lahko zapiˇsemo:
dT
dx
=
d2M
dx2
= kv − q. (2.30)
Zaradi prikladnosti pri nadaljnjih izpeljavah smo koordinatni sistem dolocˇili tako, da
pozitivna x os kazˇe v vodoravni smeri proti desni, pozitivna y os pa navpicˇno navzdol.
Posledicˇno ima diferencialna enacˇba upogibnice nasprotni predznak [6].
EI
d4v
dx4
=
d2M
dx2
. (2.31)
Z dvakratnim odvajanjem po x in vstavljanjem v enacˇbo (Enacˇba 2.30) dobimo:
EI
d4v
dx4
= −kv + q. (2.32)
Enacˇba (Enacˇba 2.32) je diferencialna enacˇba upogibnice nosilca, podprtega z elasticˇno
podlago, katere splosˇna resˇitev je:
v = eλx
(
C1 cos(λx) + C2 sin(λx)
)
+ e−λx
(
C3 cos(λx) + C4 sin(λx)
)
. (2.33)
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Koeficient λ predstavlja karakteristicˇno dolzˇino sistema in zˇe vkljucˇuje upogibno togost
nosilca kot tudi elasticˇnost podpornega medija [6].
λ =
4
√
k
4EI
[mm−1]. (2.34)
Za izracˇun partikularne resˇitve diferencialne enacˇbe moramo dolocˇiti integracijske kon-
stante C1, C2, C3, in C4. Diferencialno enacˇbo bomo resˇili s pomocˇjo superpozicijske
metode. Najprej bomo izpeljali resˇitve za tocˇkovno delujocˇo silo in tocˇkovno momentno
obremenitev nosilca neskoncˇne dolzˇine na vzmetni podlagi [6].
(a) Tocˇkovno delujocˇa sila
y
x
P
0
y
x
P
0
Slika 2.12: Tocˇkovno obremenjen nosilec.
Vzemimo primer na obeh straneh neomejenega nosilca (neskoncˇni nosilec), obre-
menjenega s tocˇkovno silo P v tocˇki 0 (Slika 2.12). Zaradi ocˇitne simetrije upo-
gibne krivulje lahko obravnavamo le desno polovico nosilca v obmocˇju x > 0 z
zacˇetno tocˇko v koordinatnem izhodiˇscˇu. Predpostavimo, da je upogib na ne-
skoncˇni razdalji, desno od obremenitve P , enak 0 (x → −∞, v = 0). Pogoju
zadostimo v primeru, da sta C1 = 0 in C2 = 0. Tako se nam diferencialna enacˇba
(Enacˇba 2.34) poenostavi na:
v = e−λx
(
C3 cos(λx) + C4 sin(λx)
)
. (2.35)
Iz pogojev simetrije vemo, da:
[
dv
dx
]
x=0
= 0, (2.36)
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iz cˇesar dobimo, da je –(C3 −C4) = 0, iz cˇesar sledi, da je C3 = C4 = C. Zadnjo
konstanto C v enacˇbi:
v = Ce−λx
(
cos(λx) + sin(λx)
)
(2.37)
dobimo iz pogoja, ki navaja, da je vsota vseh reakcijskih sil v ravnovesju z obre-
menitvijo P :
2
∫ ∞
0
kvdx = P. (2.38)
Ob vstavljanju v enacˇbo (Enacˇba 2.37) in integriranju lahko dolocˇimo sˇe zadnjo
konstanto C:
2kC
∫ ∞
0
e−λx
(
cos(λx) + sin(λx)
)
dx = 2kC
(1
λ
)
=⇒ C = Pλ
2k
. (2.39)
Ob vstavitvi v enacˇbo (Enacˇba 2.37) sedaj dobimo:
v =
Pλ
2k
e−λx
(
cos(λx) + sin(λx)
)
. (2.40)
(Enacˇba 2.40) nam poda upogibnico za desno stran nosilca v obmocˇju x→ 0. Z
odvajanjem enacˇbe upogibnice po spremenljivki x dobimo izraze za izracˇun ϕ, M
in T . Glede na simetrijo in znacˇilno karakteristiko funkcij dolocˇimo sˇe ϕ,M, T
vrednosti za levo stran nosilca x < 0. Za lazˇje nadaljnje izpeljevanje izrazov
bomo dolocˇili naslednje zveze:
e−λx
(
cos(λx) + sin(λx)
)
= Aλx, e
−λx
(
sin(λx)
)
= Bλx,
e−λx
(
cos(λx)− sin(λx)
)
= Cλx, e
−λx
(
cos(λx)
)
= Dλx.
(2.41)
Sedaj lahko izraze za v, ϕ,M, T zapiˇsemo v skrajˇsani obliki:
v =
Pλ
2k
Aλx, (2.42)
ϕ = −Pλ
2
k
Bλx, (2.43)
M =
P
4λ
Cλx, (2.44)
T = −P
2
Dλx. (2.45)
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(b) Tocˇkovno delujocˇ moment
y
x
0
y
x
P
0
Pa
M0
y
x
0
P Pa
a)
b)
c)
Slika 2.13: Nosilec na vzmetni podlagi s tocˇkovno momentno obremenitvijo.
Iz enacˇb, ki smo jih dolocˇili za primer tocˇkovne obremenitve, lahko izpeljemo
izraze za nosilec v tocˇki 0, obremenjen s tocˇkovnim momentom M0. Tocˇkovno
delujocˇi moment lahko obravnavamo kot limitirajocˇ primer dvojice sil, prikazan
na sliki (Slika 2.13). Cˇe predpostavimo, da se vrednost a priblizˇuje vrednosti
0(a → 0), se bo obenem Pa priblizˇeval vrednosti M0(Pa → M0). Z uporabo
zveze (Enacˇba 2.42) lahko zapiˇsemo [6]:
v =
Pλ
2k
(−Aλ(x+a) + Aλx) = −Paλ
2k
Aλ(x+a) − Aλx
a
za x > 0. (2.46)
Ker je:
[
Paλ
2k
]
a→0
=
d
dx
Aλx = −2λBλx (2.47)
in obenem:
[Pa]a→0 =M0, (2.48)
dobimo enacˇbo upogibnice za sourno delujocˇ moment M0:
v =
M0λ
2
k
Bλx. (2.49)
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Z odvajanjem zgornjega izraza lahko dolocˇimo ϕ, M in T :
ϕ =
dv
dx
=
M0λ
2
k
Cλx (2.50)
M = −EI d
2v
dx2
=
M0
2
Dλx (2.51)
T = −EI d
3v
dx3
=
M0λ
2
Aλx (2.52)
2.2.2 Nosilec koncˇne dolzˇine
Ustrezna resˇitev za nosilec koncˇne dolzˇine mora poleg izpolnjevanja diferencialne enacˇbe
upogibnice zadostiti tudi robnim pogojem na obeh krajiˇscˇih nosilca. S pomocˇjo kombi-
nacije prej izpeljanih zvez za tocˇkovno delujocˇ moment in tocˇkovno delujocˇo silo lahko
na dolocˇeni razdalji x od tocˇke 0 ustvarimo obremenitev, ki zadosti robnim pogojem
nosilca koncˇne dolzˇine L [6].
Prosto lezˇecˇ nosilec
x
P
c
A B
MATA
L
MBTB
x
P
c
A B
M0A T0A
L
M0BT0B
P
c
A B
MATA
L
MBTB
a)
b)
c)
Slika 2.14: Prosto lezˇecˇ nosilec koncˇne dolzˇine L.
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Vzemimo primer nosilca neskoncˇne dolzˇine L, obremenjenega s tocˇkovno silo P v tocˇki
C (Slika 2.14a). Zaradi obremenitve P se bodo v tocˇkah A in B pojavile dolocˇene
vrednosti v, ϕ, M in T . S superpozicijo parov tocˇkovnih sil in momentov (M0A, P0A,
M0B, P0B) v tocˇkah A in B (Slika 2.14b) lahko spremenimo potek upogibnice na tak
nacˇin, da zadostimo robnim pogojem nosilca (Slika 2.14c). V primeru prosto lezˇecˇega
nosilca so vrednosti M in T v krajiˇscˇih enake 0. Nasˇ cilj je, da s predpisom novih
vrednostih M0A, P0A ter M0B, P0B v tocˇkah A in B iznicˇimo reakcijske vrednosti M in
T ter tako dobimo ekvivalent prosto lezˇecˇega nosilca koncˇne dolzˇine L [6]:
MA +
P0A
4λ
+
P0B
4λ
CλL +
M0A
2
+
M0B
2
DλL = 0, (2.53)
TA − P0A
2
+
P0B
2
DλL − λM0A
2
+
λM0B
2
AλL = 0, (2.54)
MB +
P0A
4λ
CλL +
P0B
4λ
+
M0A
2
DλL +
M0B
2
= 0, (2.55)
TB − P0A
2
DλL +
P0B
2
− λM0A
2
AλL +
λM0B
2
= 0. (2.56)
Z razresˇitvijo zgornjih zvez dobimo velicˇine pogojevalnih vrednosti M0 in P0 v tocˇkah
A in B. Ker ima resˇitev zgornjega sistema zapleteno obliko, bomo sistem razdelili na:
a) simetricˇni in b) antisimetricˇni del. Na tak nacˇin bomo resˇevali dva locˇena sistema z
dvema neznankama.
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Za uporabo tega postopka je pomembno, kako so vrednosti simetricˇnih in antisime-
tricˇnih obremenitev predznacˇene (Slika 2.15). ObremenitveM ′ in T ′ bodo predstavljale
vrednosti simetricˇnih obremenitev, M ′′ in T ′′ pa vrednosti antisimetricˇnih obremeni-
tev [6].
x
P
c
A B
MATA
L
MBTB
x
P/2
A B
M ’A
T ’A
L
M ’B
T ’B
a)
b)
c)
cc
P/2
x
P/2
A B
M ’’A
T ’’A
L
M ’’B
T ’’B
cc
P/2
Slika 2.15: Razcˇlemba sistema a) na: b) simetricˇni del in c) antisimetricˇni del.
Iz slike (Slika 2.15b, c) lahko razberemo naslednje zveze:
MA =M
′
A +M
′′
A MB =M
′
A −M ′′A
TA = T
′
A + T
′′
A TB = −T ′A − T ′′A,
(2.57)
iz katerih sledi:
M ′A =
1
2
(MA +MB) T
′
A =
1
2
(TA − TB)
M ′′A =
1
2
(MA −MB) M ′′A =
1
2
(TA + TB).
(2.58)
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x
P
c
A B
MA
TA
L
MB
TB
x
P/2
A BL
a)
b)
c)
cc
P/2
x
P/2
A BL
cc
P/2
T 'A
M 'A
T 'B
M 'B
M ''B
T ''B
M ''A
T ''A
Slika 2.16: Sistem, obremenjen s pogojevalnimi vrednostmi M0 in P0.
S postavitvijo P ′0 in M
′
0 (Slika 2.16b) za simetricˇni del ter P
′′
0 in M
′′
0 (Slika 2.16c) za
antisimetricˇni del v tocˇke A in B iznicˇimo reakcijske momente v teh tocˇkah ter tako
dobimo pogojevalne vrednosti M0A in P0A ter M0B in P0B (Slika 2.15a).
P0A = P
′
0 + P
′′
0 P0B = P
′
0 − P ′′0
M0A =M
′
0 +M
′′
0 M0B =M
′
0 −M ′′0 .
(2.59)
Cˇe hocˇemo iznicˇiti momente in strizˇne sile v tocˇkah A in B, morajo:
P ′0 in M
′
0 povzrocˇiti −M ′A in −T ′A v tocˇki A in −M ′A in +T ′A v tocˇki B (2.81)
in
P ′′0 in M
′′
0 povzrocˇiti −M ′′A in −T ′′A v tocˇki A in +M ′′A in −T ′′A v tocˇki B (2.82)
(a) Simetricˇni del
Z uporabo (Enacˇba 2.81), (Enacˇba 2.52), (Enacˇba 2.53), (Enacˇba 2.44) in (Enacˇba 2.45)
lahko izrazimo (Slika 2.17):
P ′0 = 4EI
[
T ′A(1 +DλL) + λM
′
A(1− AλL)
]
, (2.60)
M ′0 = −
2
λ
EI
[
T ′A(1 + CλL) + 2λM
′
A(1−DλL)
]
, (2.61)
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kjer je:
EI =
1
2(1 +DλL)(1−DλL)− (1− AλL)(1 + CλL) . (2.62)
x
A BL
a)
b)
M '0
T '0 T '0 M '0
A B
L
-M 'A
-T 'A T 'A
-M 'A
Slika 2.17: Simetricˇni del.
(b) Antisimetricˇni del
Na podoben nacˇin z uporabo (Enacˇba 2.82), (Enacˇba 2.52), (Enacˇba 2.53),
(Enacˇba 2.44) in (Enacˇba 2.45) izrazimo (Slika 2.18):
P ′′0 = 4EII
[
T ′′A(1−DλL) + λM ′′A(1 + AλL)
]
, (2.63)
M ′0 = −
2
λ
EII
[
T ′′A(1− CλL) + 2λM ′′A(1 +DλL)
]
, (2.64)
kjer je:
EII =
1
2(1 +DλL)(1−DλL)− (1 + AλL)(1− CλL) . (2.65)
x
A
B
L
a)
b)
M ''0
T ''0 T '0 M ''0
A
B
L
-M ''A
-T ''A -T 'A
M ''A
Slika 2.18: Antisimetricˇni del.
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S superpozicijsko metodo lahko izrazimo resˇitev za prosto lezˇecˇ nosilec koncˇne dolzˇine
L, obremenjen s poljubno precˇno obremenitvijo ali upogibnim momentom, vkljucˇno z
obremenitvami, delujocˇimi v tocˇkah A in B [6].
2.3 Metoda koncˇnih elementov
Veliko fizikalnih problemov lahko opiˇsemo s parcialnimi diferencialnimi enacˇbami (PDE),
ki jih je izredno tezˇko oziroma nemogocˇe resˇiti analiticˇno, zato jih resˇujemo z nu-
mericˇnimi metodami. Ena izmed mozˇnih metod resˇevanja je metoda koncˇnih elementov
(MKE), ki temelji na diskretizaciji diferencialne enacˇbe ali zapisom parcialne diferen-
cialne enacˇbe s sistemom navadnih diferencialnih enacˇb, ki so resˇljive s standardnimi
postopki. Metoda poteka v naslednjih korakih [8, 9]:
1. Poenostavitev geometrijskega modela
Pred zacˇetkom analize obravnavane konstrukcije, moramo najprej pripraviti ustre-
zen geometrijski model. Podrobnosti (Slika 2.19), ki bistveno ne vplivajo na
rezultate analize, odstranimo iz modela (Slika 2.20).
Slika 2.19: Kompleksen geometrijski
model.
X
Y
Z
Slika 2.20: Poenostavljen geometrijski
model.
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V splosˇnem so vsi konstrukcijski elementi volumski, vendar lahko pod dolocˇenimi
pogoji prostorski geometrijski model nadomestimo s ploskovnim ali celo linijskim
geometrijskim modelom (Slika 2.21).
a)
b)
c)
Slika 2.21: Aproksimacija geometrijskega modela.
2. Diskretizacija sistema ter izbira koncˇnega elementa
Domene fizikalnega problema je potrebno diskretizirati v mnozˇico poddomen ali
koncˇnih elementov (KE), ki so med seboj povezni z vozliˇscˇi. Postopek diskreti-
zacije v praksi imenujemo mrezˇenje (Slika 2.22) [8, 9].
X
Y
Z
Slika 2.22: Mrezˇenje geometrije.
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Glede na naravo problema (linijski, ravninski, volumski) v tem koraku izberemo
tudi tip koncˇnega elementa, ki ustreza znacˇilnostim problema (Slika 2.23).
1 2
34
56
78 1
2
3
4
1
23
4
1
2
3
1 2
Slika 2.23: Tipi koncˇnih elementov.
3. Dolocˇitev fizikalnih lastnosti materiala
Materialom, ki sestavljajo obravnavano konstrukcijo, moramo glede na tip ana-
lize dolocˇiti ustrezne fizikalne lastnosti (modul elasticˇnosti, gostota, poissonov
kolicˇnik, itd.).
4. Dolocˇitev geometrijskih lastnosti koncˇnega elementa
Glede na sˇtevilo prostorskih dimenzij modela je potrebno dolocˇiti geometrijske
lastnosti uporabljenih koncˇnih elementov:
– V primeru 3D KE ni potrebno podati dodatnih podatkov za dolocˇitev geome-
trijskih lastnosti.
– V primeru 2D KE moramo dolocˇiti debelino koncˇnih elementov in normalo na
povrsˇino koncˇnega elementa.
– V primeru 1D KE moramo dolocˇiti plosˇcˇino prereza A, tezˇiˇscˇne vztrajnostne
momente Ix, Iy in Ixy, torzijski vztrajnostni moment IT ter lego prereza glede
na tezˇiˇscˇnico.
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5. Dolocˇitev robnih pogojev in obremenitev
Obravnavanemu problemu moramo dolocˇiti ustrezne robne pogoje in obremeni-
tvene pogoje (Slika 2.24).
P
Slika 2.24: Robni pogoji na diskretizirani geometriji.
6. Prikaz in analiza rezultatov
Rezultati analize nam predstavljajo vrednosti primarnih spremenljivk v vozliˇscˇih
in vrednosti sekundarnih spremenljivk v integracijskih tocˇkah koncˇnih elemen-
tov. Za lazˇjo interpretacijo rezultatov lahko izriˇsemo diagrame, ki prikazujejo
spreminjanje iskanih spremenljivk vzdolzˇ obravnavane konstrukcije (Slika 2.25),
(Slika 2.26) [8, 9].
(Avg: 75%)
S, Mises
+1.090e+01
+9.934e+02
+1.976e+03
+2.958e+03
+3.941e+03
+4.923e+03
+5.906e+03
+6.888e+03
+7.871e+03
+8.853e+03
+9.836e+03
+1.082e+04
+1.180e+04
Slika 2.25: Prikaz napetosti z izolinijami.
U, Resultant
+0.000e+00
+3.475e+01
+6.951e+01
+1.043e+02
+1.390e+02
+1.738e+02
+2.085e+02
+2.433e+02
+2.780e+02
+3.128e+02
+3.475e+02
+3.823e+02
+4.170e+02
Slika 2.26: Prikaz premikov z vektorji.
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Opravljena analiza v magistrskemu delu bo sledila sosledju spodaj opisanih korakov.
Najprej bomo definirali zgradbo obravnavanih konstrukcij, sledili bodo eksperimentalni
preizkusi materialov in konstrukcij, s katerimi bomo pridobili ustrezne lastnosti, ki jih
bomo kasneje uporabili v analiticˇnih in numericˇnih preracˇunih. Naslednji korak bo
mehanska analiza konstrukcij, ki bo razdeljena na numericˇni in analiticˇni del. Na
koncu bomo opravili primerjavo rezultatov analiz ter predstavili izsledke.
3.1 Zgradba konstrukcij
V nadaljevanju bomo obravnavali dva tipa kompozitnih konstrukcij:
1. Testni etalon – sendvicˇ konstrukcija s konstantnim prerezom vzdolzˇ dolzˇine.
2. Elan slalomske smucˇi – sendvicˇ konstrukcija s spremenljivim prerezom po sˇirini
in vzdolzˇ dolzˇine.
S 1. konstrukcijo bomo, zaradi njene enostavne zgradbe, verificirali analiticˇni in nu-
mericˇni model. Sluzˇila nam bo za izgradnjo numericˇnega modela 2. konstrukcije.
3.1.1 Testni etalon
Testni etalon je bil izdelan z namenom verifikacije analiticˇnega ter numericˇnega modela
in ima enako sestavo kot Elan slalomske smucˇi. Bistvena razlika med konstrukcijama
so konstantne dimenzije precˇnega prereza Testnega etalona vzdolzˇ dolzˇine.
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Slika 3.1: 3D model konstrukcije testnega etalona.
Konstrukcija je zgrajena iz vecˇ slojev, ki so med seboj zlepljeni z epoksidnim lepilom.
Zgradba konstrukcije je prikazana na sliki (Slika 3.1), podrobna sestava pa na sliki
(Slika 3.2), ki predstavlja srediˇscˇni prerez konstrukcije. Sloji so tabelirani v (Tabeli 3.1),
v kateri so poleg debelin navedene tudi mehanske lastnosti materialov [4, 10–12].
Slika 3.2: Glavne dimenzije konstrukcije Testni etalon s sredinskim precˇnim prerezom.
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Sˇt. Naziv plasti Material Debelina
[mm]
Gostota
[kg/m3]
Elasticˇni
modul
[N/mm2]
Masa
[g]
1 Zgornja obloga ABS - PA 0,50 1100 500 58
2 Laminat 1 Laminat 0,30 1623 2610 35
3 Titanal ZG Titanal 0,50 2700 68700 58
4 Laminat 2 Laminat 0,78 1547 14400 90
5 Sredica Bukev-Topola 6,00 560 15000 610
6 Stranska obloga ABS 6,00 1100 500 48
7 Titanal SP Titanal 0,50 2700 68700 58
8 Guma Guma 0,13 1000 6 1
9 Robnik Jeklo / 8300 210000 100
10 Laminat 3 Laminat 0,78 1547 14400 75
11 Drsna obloga P-Tex 1,35 966 500 150
Tabela 3.1: Kosovnica Testni etalon [10,11]
3.1.2 Elan slalomske smucˇi
Elan slalomske smucˇi (Slika 3.3) so tekmovalne smucˇi s poudarjenim stranskim lokom
dolzˇine 165 cm. Smucˇi so konstruirane za izvajanje hitrih, kratkih zavojev. Taksˇne
vozne lastnosti nam pogojuje geometrija in sestave konstrukcije smucˇi [12,13].
Slika 3.3: 3D model konstrukcije smucˇi Elan.
Cilj tekmovalnega smucˇanja je, da pri prehodu iz zavoja v zavoj ohranimo cˇim vecˇ
energije in vzdrzˇujemo cˇim viˇsjo hitrost. To dosezˇemo s smucˇanjem v zarezni tehniki,
pri kateri izvajamo zavoje z zarezom in vodenjem robnikov po snezˇni podlagi, ki so-
vpada z radijem zavoja. Zaradi upogiba smucˇi ob obremenitvi se te ukrivijo in zaradi
poudarjenega stranskega loka (Slika 3.4) omogocˇijo izvedbo zavoja po zvezni krivulji,
ki je enaka radiju stranskega loka obremenjenih smucˇi. Stranski lok lahko definiramo
s tremi merami: sˇirino smucˇi v peti, konici in pod stopalom [13].
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Za ta tip smucˇi je znacˇilen ucˇinkovit prenos sile izpod obmocˇja vpetja smucˇarskega
cˇevlja na robnike. Za doseganje te karakteristike morajo imeti smucˇi ustrezno porazde-
litev upogibne togosti konstrukcije ter ustrezno prednapetje ali mosticˇenje konstrukcije
(Slika 3.4). Mosticˇenje dosezˇemo v fazi izdelave, ko laminate, postavljene v kalup z
ustrezno krivino, zlepimo skupaj pod vplivom ustreznega pritiska in temperature [13].
stranski lok
širina koniceširina pete
dolžina
mostičenje
širina pod stopalom
dolžina med dotikalnimi točkami
Slika 3.4: Geometrija smucˇi.
Ustrezno upogibno togost dobimo z oblikovanjem sendvicˇ konstrukcije. Sredico spre-
menljive debeline z zgornje in spodnje strani oplastimo z laminati (Slika 3.5), ki imajo
ustrezne mehanske lastnosti (Tabela 3.2). S spreminjanjem debeline sredice premi-
kamo polozˇaj nevtralne osi in posledicˇno spreminjamo upogibno togost precˇnega pre-
reza vzdolzˇ smucˇi (Slika 3.6) [13–15].
Konstrukcija dobi koncˇne mehanske lastnosti sˇele po lepljenju, ki poteka v stiskalni-
cah pod poviˇsanim pritiskom in temperaturo. Leseno sredico, robnike ter ostale poli-
merne elemente je potrebno predhodno omocˇiti z lepilom, laminati pa so zˇe predhodno
omocˇeni z epoksidno smolo ter trdilcem s tehniko imenovano prepreg. Pod vplivom vi-
soke temperature in pritiska v stiskalnici potecˇe reakcija v lepilu, molekularna struktura
se zamrezˇi, posamezne plasti pa se zdruzˇijo v koncˇno obliko konstrukcije [5, 15].
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Slika 3.5: Glavne dimenzije konstrukcije Elan slalomskih smucˇi s sredinskim precˇnim
prerezom.
Sˇt. Naziv plasti Material Debelina
[mm]
Gostota
[kg/m3]
Elasticˇni
modul
[N/mm2]
Masa
[g]
1 Zgornja obloga ABS - PA 0,50 1100 500 63
2 Laminat 1 Laminat 0,30 1623 2610 56
3 Vlozˇek konice ZG Laminat 0,50 1643 22500 33
4 Titanal ZG Titanal 0,50 2700 68700 162
5 Laminat 2 Laminat 0,78 1547 14400 135
6 Sredica Bukev-Topola 6,00 560 15000 315
7 Stranska obloga ABS 6,00 1100 500 100
8 Titanal SP Titanal 0,50 2700 68700 130
9 Vlozˇek konice SP Laminat 0,50 1643 22500 15
10 Guma Guma 0,13 1000 6 3
11 Robnik Jeklo / 8300 210000 150
12 Laminat 3 Laminat 0,78 1547 14400 113
13 Drsna obloga P-Tex 1,35 966 500 150
Tabela 3.2: Kosovnica Elan slalomske smucˇi [10,11]
31
Metodologija
S
lika
3.6:
S
p
rem
in
jan
je
p
recˇn
ega
p
rereza
v
zd
olzˇ
sm
u
cˇi
32
Metodologija
3.2 Preizkusi
Z namenom verifikacije analiticˇnih in numericˇnih modelov so bili v sklopu magistrske
naloge opravljeni naslednji preizkusi:
– enoosni tlacˇni preizkus PU pene
– tritocˇkovni upogibni preizkus
– upogibni preizkus konstrukcije na vzmetni podlagi
3.2.1 Enoosni tlacˇni preizkus PU pene
Za potrebe analiticˇnega in numericˇnega preracˇuna konstrukcije na vzmetni podlagi je
bil opravljen enoosni tlacˇni preizkus PU pene podjetja Plama-Pur d.o.o. tipa PG-
75140, s katerim so bile pridobljene mehanske lastnosti. PU pena je bila izbrana na
podlagi izpolnjevanja naslednjih pogojev [16,17]:
– Pena mora v dolocˇenem obmocˇju izkazovati linearno elasticˇno karakteristiko.
– Tlacˇna trdnost pene mora sovpadati tlacˇni trdnosti snega. [17]
Preizkus je bil opravljen v Laboratoriju za nelinearno mehaniko (LANEM) na Fakulteti
za Strojniˇstvo v Ljubljani na standardnem preizkusˇevalnem stroju tipa Zwick-Roell
(Slika 3.7).
Slika 3.7: Preizkusˇevaliˇscˇe.
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Preizkusˇanec je valjaste oblike (Slika 3.8) sledecˇih dimenzij:
h
Φ h = 50 mm
Φ = 110 mm
Slika 3.8: Preizkusˇanec valjaste oblike.
Valjast preizkusˇanec smo prek dveh plosˇcˇ obremenili s silo P ter merili pomike ∆h
(Slika 3.9).
h
Δh
P
Slika 3.9: Shema poteka preizkusa.
S pomocˇjo enostavnega preracˇuna:
A = π
(
d
2
)2
, σ =
P
A
in ϵ =
∆h
h
, (3.1)
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smo zvezo med obremenitvami in pomiki izrazili z zvezo med napetostmi in deforma-
cijami. Rezultat je deformacijska krivulja na spodnjem diagramu (Slika 3.10).
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4
0
0.002
0.004
0.006
0.008
0.01
0.012
0.014
0.016
0.018
 
[M
Pa
]
Slika 3.10: Deformacijska krivulja PU preizkusˇanca.
Simulacijo preizkusa smo opravili v obmocˇju od 1,5 mm do 3 mm, kjer ima PU pena
najustreznejˇso karakteristiko. Za linearno obmocˇje deformacijske krivulje je bil dolocˇen
elasticˇni modul PU pene EPU z zvezo:
EPU =
σ
ϵ
=
hP
∆hA
(3.2)
V linearnem obmocˇju krivulje je bil dolocˇen interval, ki je zajemal 8 meritev, iz katerega
je bil izracˇunan povprecˇni elasticˇni modul PU pene EPUavg .
EPUavg =
8∑
i=1
EPUi (3.3)
Ostale lastnosti so bile dolocˇene na podlagi tehnicˇnega lista, posredovanega od podjetja
Plama-Pur d.o.o. [18].
Mehanske lastnosti PU pene PG-75140:
– EPUavg = 0,142 N/mm
2
– h = 50 mm
– d = 110 mm
– A = 9503,32 mm2
– ρ = 75,0 kg/m3
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3.2.2 Tritocˇkovni upogibni preizkus
Tritocˇkovni upogibni preizkus je standardni preizkus, s katerim dobimo vpogled v
mehansko stanje preizkusˇanca ob upogibni deformaciji. Preizkus je bil opravljen v
podjetju Elan po standardu ISO 5902:1980 [19].
Δx
Δy
P
merilnik upogiba
deformirano stanje
začetno stanje
ogrodje
aplikator obremenitve
Slika 3.11: Shema preizkusˇevaliˇscˇa po standardu ISO 5902:1980.
Na zgornji sliki (Slika 3.11) je prikazana shema preizkusˇevalne naprave v podjetju Elan.
Napravo sestavljajo:
– merilnik upogiba, ki meri upogib spodnje povrsˇine konstrukcije,
– ogrodje, ki zagotavlja podprtje v kontaktnih tocˇkah,
– aplikator obremenitve, ki na sredini linijsko obremeni konstrukcijo.
Preizkusˇali smo konstrukciji Testni etalon in Elan slalomske smucˇi. Obe konstrukciji
smo pomicˇno vpeli med nicˇte tocˇke na razdalji L ter na sredini obremenili z obremeni-
tvijo P = 300 N. Izmerili smo celotno upogibno krivuljo v(x) med nicˇtimi tocˇkami.
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3.2.2.1 Konstrukcija Testni etalon
Konstrukcijo smo vpeli med nicˇte tocˇke na razdalji L = 1000 mm (Slika 3.13). Najvecˇji
upogib se je pojavil na sredini konstrukcije na dolzˇini L/2 = 500 mm, in sicer v(L/2) =
37,3 mm (Slika 3.14). Celotna upogibnica je vidna na spodnji sliki (Slika 3.12).
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Upogib vzdolž x-osi konstrukcije
Slika 3.12: Upogib konstrukcije Testni etalon.
Slika 3.13: Vpetje v preizkusˇevaliˇscˇe.
Slika 3.14: Potek meritve upogiba.
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3.2.2.2 Konstrukcija Elan slalomske smucˇi
Konstrukcijo smo vpeli med nicˇte tocˇke na razdalji L = 1450 mm. Najvecˇji upogib se
je pojavil na sredini konstrukcije na dolzˇini L/2 = 761,5 mm, in sicer v(L/2) = 59,6
mm. Celotna upogibnica je vidna na spodnji sliki (Slika 3.15).
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Slika 3.15: Upogib konstrukcije Elan slalomske smucˇi.
V sklopu preizkusa smo izmerili potrebno obremenitev za doseganje nicˇnega mosticˇenja.
Obremenitev je znasˇala Pmost = 31 N, kar ustreza ISO 5902:1980 standardu. Zveza
med obremenitvami in pomiki je bila vselej linearna.
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3.2.3 Upogibni preizkus konstrukcije na vzmetni podlagi
Za potrebe preizkusa smo sestavili preizkusˇevaliˇscˇe (Slika 3.16), ki ga sestavljajo:
ogrodje z merilno skalo ter podstavek, ki je vpet v vodila ogrodja, na katerega smo
postavili ustrezno kolicˇino utezˇi. Ogrodje smo pozicionirali na sredino vzdolzˇne stra-
nice PU pene ter na peno postavili preizkusˇanec. V dotikalno tocˇko na preizkusˇancu
smo prislonili podstavek tako, da se preizkusˇanec sˇe ni deformiral ter izmerili dolzˇino
med podstavkom in referenco hz. Preizkusˇanec smo nato obremenili ter ponovno izme-
rili dolzˇino med referenco in podstavkom hk. Razlika med hz in hk predstavlja upogib
preizkusˇanca na vzmetni podlagi ∆h = hz − hk.
Δh
m
referenca
PU pena
obremenitev
preizkušanec
ogrodje
podstavek
Slika 3.16: Shema preizkusˇevaliˇscˇa za meritev upogiba konstrukcije na vzmetni
podlagi.
3.2.3.1 Konstrukcija Testni etalon
Konstrukcijo smo postavili na PU peno tako, da se je sredina konstrukcije ujemala
s sredino PU pene (Slika 3.17). Konstrukcijo smo nato obremenili z obremenitvijo
P = 300 N na razdalji L = 500 mm od krajiˇscˇa konstrukcije. Merili smo zacˇetno in
koncˇno viˇsino podstavka ter izracˇunali razliko med viˇsinama hz in hk, ki predstavlja
vrednost upogiba konstrukcije ∆h = 7,0 mm.
Slika 3.17: Potek meritve upogiba konstrukcije Testni etalon na vzmetni podlagi.
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3.2.3.2 Konstrukcija Elan slalomske smucˇi
Konstrukcijo smo postavili na PU peno tako, da se je sredina konstrukcije ujemala
s sredino PU pene (Slika 3.18). Konstrukcijo smo nato obremenili z obremenitvijo
P = 269 N, ki vkljucˇuje odbitek zaradi vpliva mosticˇenja, na razdalji L = 725 mm
od krajiˇscˇa konstrukcije. Merili smo zacˇetno in koncˇno viˇsino podstavka ter izracˇunali
razliko med viˇsinama hz in hk, ki predstavlja vrednost upogiba konstrukcije ∆h = 5,6
mm.
Slika 3.18: Potek meritve upogiba konstrukcije Elan slalomske smucˇi na vzmetni
podlagi.
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3.3 Mehanska analiza konstrukcij
3.3.1 Analiticˇna resˇitev
V sklopu analiticˇne resˇitve bomo opravili dva preracˇuna kompozitne konstrukcije:
tritocˇkovni upogib konstrukcije in upogib konstrukcije na vzmetni podlagi. Kompo-
zitno konstrukcijo bo predstavljal Testni etalon, predstavljen v prejˇsnjem poglavju
(Slika 3.1). Preracˇun bomo opravili s pomocˇjo programskega orodja MATLAB, saj bi
bil klasicˇen preracˇun zelo zamuden zaradi kompleksne zgradbe konstrukcije, ki vsebuje
11 plasti laminatov.
3.3.1.1 Tritocˇkovni upogib
V nadaljevanju bomo opravili analiticˇni preracˇun konstrukcije Testni etalon, na sre-
dini obremenjene z obremenitvijo P = 300 N , ki deluje v smeri navpicˇno navzdol
(Slika 3.19). Konstrukcija je na eni strani omejena v x in y smeri, na drugi strani pa
le v y smeri. Zgradba konstrukcije Testni etalon je bila podrobneje opisana v poglavju
(Poglavju 3.1), (Slika 3.2), (Tabela 3.1). Preracˇun temelji na tritocˇkovnem upogibnem
poizkusu, ki je bil podrobneje opisan v (Poglavju 3.2).
P
x
y
P
x
y
Ay
Ax
By
v
a)
b)
L/2
L
Slika 3.19: Shema tritocˇkovnega upogibnega preizkusa.
41
Metodologija
Preracˇun pricˇnemo z zapisom ravnotezˇnih enacˇb za sile, delujocˇe v x in y smeri
(Enacˇba 3.4), ter momente, delujocˇe v tocˇki A (Enacˇba 3.6):
n∑
i=1
F⃗x = 0, Ax = 0, (3.4)
n∑
i=1
F⃗y = 0, −Ay + P −By = 0, (3.5)
n∑
i=1
MA = 0, −P L
2
−ByL = 0. (3.6)
Sedaj lahko zapiˇsemo diferencialno enacˇbo upogibnice:
d2v
dx2
=
M
EI
, (2.4)
dvakrat integriramo po x in izrazimo v(x):
v(x) = − Fx
3
12EI
+ C1x+ C2. (3.7)
Z dolocˇitvijo robnih pogojev:
v(0) = 0, v′(L
2
) = 0,
lahko izracˇunamo integracijske konstante C1 in C2 ter zapiˇsemo enacˇbo upogibnice za
primer tritocˇkovnega upogiba:
v(x) = − Fx
3
12EI
+
FL2
16EI
x. (3.8)
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Za izracˇun poteka napetosti v slojih laminata vzdolzˇ dolzˇine konstrukcije moramo
najprej dolocˇiti polozˇaj nevtralne osi z in ukrivljenost konstrukcije κ. Slednje bomo
storili s pomocˇjo enacˇb:
h = hs + hz, (3.9)
∫
An
ydAn =
∫
y
∫
z
ydydz = 0, (3.10)
M = −
∫
An
κEny
2dAn =
∫
y
∫
z
κEny
2dydz = 0, (3.11)
v katerih predstavljata hs in hz razdaljo do nevtralne osi, An in En pa plosˇcˇino in
elasticˇni modul n-tega sloja konstrukcije. Ker imamo v konstrukciji (Slika 3.20) razlicˇne
elemente po sˇirini, smo izvedli integracijo tudi po z osi.
z
y
hz
hs
h
w
0
Slika 3.20: Sredinski prerez konstrukcije Testni etalon.
V primeru konstrukcije Testnega etalona imamo 9 slojev laminata, kar nam da 9 cˇlenov
v enacˇbah ter dodaten cˇlen za vsak dodaten element po sˇirini. Po razresˇitvi enacˇb
dobimo podatek o ukrivljenosti in polozˇaju nevtralne osi:
– κ = 8,716× 10−7 – ukrivljenost
– hs = 5,14 mm – razdalja od spodnjega roba do nevtralne osi
– h = 10,71 mm – celotna debelina konstrukcije
Z uporabo zgornjih podatkov lahko sedaj ob uporabi enacˇbe (Enacˇba 2.16) izracˇunamo
potek napetosti v prerezu:
σxn = −Enκy. (2.16)
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Slika 3.21: Potek upogibnih napetosti v sredinskem prerezu na dolzˇini 500 mm.
Iz diagrama (Slika 3.21) lahko razberemo, da se maksimalne upogibne napetosti poja-
vijo v slojih z najvecˇjo upogibno togostjo.
Ker se upogibni moment MUP spreminja vzdolzˇ osi x, se posledicˇno spreminjajo tudi
upogibne napetosti σx (Slika 3.22). Z uporabo zvez (Enacˇba 2.15) in (Enacˇba 2.12):
σx =
My
I
, (2.15)
M = −κEI, (2.12)
lahko zapiˇsemo:
σx(x,y) = −ENADMUP (x)e(y)
I
. (3.12)
Z zgornjo enacˇbo lahko izracˇunamo potek napetosti v prerezu vzdolzˇ x osi, v kateri
predstavljajo ENAD nadomestni modul posameznega sloja, e(y) pa oddaljenost od nev-
tralne osi.
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Slika 3.22: Potek napetosti v prerezu vzdolzˇ konstrukcije.
S predpostavko, da je ukrivljenost konstrukcije konstantna vzdolzˇ osi x, lahko diferen-
cialno enacˇbo upogibnice preoblikujemo v:
EI =
MUP (x)
κ
(3.13)
in izracˇunamo upogibno togost konstrukcije. Ob vstavitvi vrednosti upogibne togosti
v enacˇbo (Enacˇba 3.8) lahko izracˇunamo upogibno krivuljo konstrukcije (Slika 3.23).
Najvecˇjo vrednost upogiba dobimo na sredini konstrukcije na dolzˇini L = 500 mm, in
sicer v(L/2)max = 36,32 mm.
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Slika 3.23: Upogib kompozitne konstrukcije.
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3.3.1.2 Konstrukcija na vzmetni podlagi
V prejˇsnjem poglavju smo obravnavali upogib kompozitne konstrukcije, vpete s pomicˇno
podporo, sedaj bomo postavili enako obremenjeno konstrukcijo na vzmetno podlago z
znanim modulom podlage k0 (Slika 3.24) in izracˇunali upogibno krivuljo.
y
x
P
0
p=kv
v
L
L/2
Slika 3.24: Kompozitna konstrukcija na vzmetni podlagi.
Najprej moramo dolocˇiti modul podlage k0 N/mm
3. Osnova za izracˇun modula so Pois-
sonov koeficient in elasticˇni modul, ki smo ju dolocˇili z enoosnim tlacˇnim preizkusom
PU pene:
– νPU = 0,14 – Poissonov koeficient
– EPU = 0,142158937 N/mm
2 – elasticˇni modul vzorca PU pene
– h = 50 mm – debelina testnega vzorca PU pene
– ϕ = 110 mm – premer testnega vzorca PU pene
Za izracˇun modula podlage bomo uporabili enacˇbo [20]:
k = 0.65 12
√
EPUw4
EkonsIkons
EPU
1− ν2PU
. (3.14)
Vrednost k uposˇteva sˇirino nosilca w, zato jo zapiˇsemo z enotami N/mm2. Ekons
in Ikons predstavljata nadomestni elasticˇni modul in vztrajnostni moment precˇnega
prereza kompozitne konstrukcije, ki smo ju izracˇunali v prejˇsnjem poglavju.
Po vstavitvi konstant dobimo k = 0,0711 N/mm2.
Enacˇba (Enacˇba 3.14) nam da zadostno tocˇnost, ko je 2,25 < λL < 5,0, kjer λ pred-
stavlja karakteristicˇno dolzˇino konstrukcije (Enacˇba 2.34). V nasˇem primeru znasˇa
λL = 3.19, kar zadosti pogoju.
Z uporabo zvez in sledenju postopka, opisanega v (Poglavje 2.2.1), lahko zapiˇsemo
prispevke upogiba posameznih obremenitev: vP0A , vM0A , vP0B , vM0B , vp, v dolocˇeni
tocˇki na oddaljenosti x = Lx od koordinatnega izhodiˇscˇa.
v(x = Lx) = v(Lx)P0A + v(Lx)M0A + v(Lx)P0B + v(Lx)M0B + v(Lx)p. (3.15)
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Najvecˇjo vrednost v(x = L/2)max = 7,3 mm dobimo na sredini konstrukcije v prije-
maliˇscˇu obremenitve P .
Z izracˇunom in sesˇtevkom prispevkov obremenitev v vseh tocˇkah na intervalu x = [0,L]
lahko izracˇunamo celotno upogibno krivuljo v(x) (Slika 3.25).
L∑
i=1
v(xi) =
L∑
i=1
(
v(xi)P0A + v(xi)M0A + v(xi)P0B + v(xi)M0B + v(xi)p
)
. (3.16)
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Slika 3.25: Upogib konstrukcije na vzmetni podlagi.
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Na podoben nacˇin lahko z uporabo enakega postopka, opisanega v (Poglavje 2.2.1),
izracˇunamo vrednosti ϕ(x), M(x) in T (x) (Slika 3.26):
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Slika 3.26: Potek ϕ, M in T vzdolzˇ osi x.
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3.3.2 Numericˇna resˇitev
Numericˇno analizo bomo izvedli z uporabo programskega paketa Abaqus, v katerem
bomo opravili tri tipe simulacij: enoosni tlacˇni preizkus, tritocˇkovni upogibni preizkus
ter upogibni preizkus na elasticˇni podlagi. Vsi trije tipi simulacij so staticˇni problemi,
katerih resˇitev predstavlja deformacija obravnavane konstrukcije pod vplivom nespre-
menljive sile.
Nacˇin resˇevanja
Numericˇne analize obravnavajo probleme velikih deformacij, zato bomo v Abaqusu
uporabili funkcijo NLGEOM, ki vkljucˇuje geometrijske nelinearnosti pri deformaciji
konstrukcije [3, 21]. V primeru deformacije nosilca lahko krivinski radij ρ (Slika 3.27)
izrazimo z enacˇbo [7]:
1
ρ
=
v′′(x)√(
1 + (v′(x)2
)3 , (3.17)
v kateri sta v′(x) in v′′(x) prvi in drugi odvod upogibne krivulje. Prvi odvod predstavlja
tangens naklonskega kota ϕ. Po teoriji majhnih premikov je ukrivljenost tako majhna,
da lahko predpostavimo [1,7]:
v′(x) = tan(ϕ)
⏐⏐⏐⏐
Φ→0
≈ 0, (3.18)
torej je:
1
ρ
≈ v′′(x). (3.19)
y
Φ
x
r
Slika 3.27: Ukrivljenost nosilca.
Ob primerjavi teorij opazimo razliko v cˇlenu pod korenom v enacˇbi (Enacˇba 3.17). Ana-
liticˇne preracˇune smo opravili z uporabo teorije majhnih premikov, zato bo smiselno
opraviti primerjavo med rezultati numericˇne in analiticˇne resˇitve.
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Uporabljeni koncˇni elementi
V numericˇnih analizah bomo uporabili dva tipa koncˇnih elementov: volumski element
C3D8R in lupinski element S4R. Pri obeh tipih KE smo vkljucˇili mozˇnost za preracˇun
z reducirano integracijo, ki preprecˇuje pojav ”shear locking”. Shear locking je nu-
mericˇni produkt, ki da konstrukciji nerealno togost zaradi slabo zastavljenega sistema
enacˇb. Pojav je posebno izrazit pri upogibu vitkih lupinskih konstrukcij z nezadostnim
sˇtevilom KE prek debeline konstrukcije. V tem primeru pride do velikih strizˇnih defor-
macij KE in posledicˇno velikih strizˇnih napetosti, ki lahko presezˇejo velikost upogibnih
napetosti, posledicˇno pa konstrukcija dobi nerealno visoko togost [3, 9, 21].
– Volumski element C3D8R
C3D8R je standardni 8-vozliˇscˇni volumski element prvega reda z reducirano inte-
gracijo (ena integracijska tocˇka na sredini elementa) (Slika 3.28). Vsakemu vozliˇscˇu
lahko pripiˇsemo tri prostostne stopnje, pomike v x, y in z smeri. V nadaljevanju ga
bomo uporabili za mrezˇenje vseh volumskih delov konstrukcij [9, 22].
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Slika 3.28: Volumski koncˇni element 3D8R.
– Lupinski element S4R
S4R je standardni 4-vozliˇscˇni lupinski element prvega reda z reducirano integracijo
(ena integracijska tocˇka na sredini elementa) (Slika 3.29). V vsakem ogliˇscˇu ima sˇest
prostostnih stopenj, tri pomike v x, y in z smeri ter tri rotacije okrog x, y in z osi.
Zmozˇen je prenasˇati tudi momente, zato mu lahko pripiˇsemo upogibne lastnosti. V
nadaljevanju ga bomo uporabili za mrezˇenje lupinskih elementov konstrukcij. Dobra
stran omenjenega KE je mozˇnost uporabe vecˇ slojev znotraj elementa, kar bomo s
pridom uporabili pri mrezˇenju laminatnih plasti [9, 22].
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Slika 3.29: Lupinski koncˇni element S4R.
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Povezave med koncˇnimi elementi
Numericˇne analize smo opravili na konstrukcijah, ki so sestavljene iz vecˇ elementov. Da
smo lahko opravili analizo celotne konstrukcije, smo morali elemente med seboj ustre-
zno povezati. Povezave smo izvedli z uporabo funkcije TIE z nacˇinom SURFACE-TO-
SURFACE, ki med seboj povezˇe dve povrsˇini tako, da med njima ni relativnega gibanja
(Slika 3.30). Ta tip povezave nam omogocˇa spoj dveh obmocˇij navkljub neujemajocˇemu
mrezˇenju. SURFACE-TO-SURFACE nacˇin vsili povezave s povprecˇenjem nad koncˇno
povrsˇino in ne v diskretnih tocˇkah ter s tem zmanjˇsa numericˇno napako [23].
Območje povezav med deli konstrukcije
Slika 3.30: Povezave med sestavnimi deli konstrukcije.
Konvergencˇna analiza za dolocˇitev gostote mrezˇe
Za vse numericˇne preizkuse je bila opravljena konvergencˇna analiza pomrezˇene kon-
strukcije. Na zacˇetku preracˇuna smo dolocˇili smiselno zacˇetno gostoto mrezˇe ter jo v
nadaljevanju postopoma vecˇali, dokler nismo dosegli rezultata analize, ki je od pred-
hodnega odstopal za najvecˇ 1%.
3.3.2.1 Enoosni tlacˇni preizkus
Z namenom dolocˇitve ustreznega elasticˇnega modula EPU in Poissonovega kolicˇnika
ν PU pene smo naredili simulacijo enoosnega tlacˇnega preizkusa, ki je bil predhodno
opravljen na Fakulteti za strojniˇstvo v Ljubljani. Preizkus je bil zˇe podrobno opisan v
poglavju 3 (Poglavje 3.2.1).
PU peno smo v programu Abaqus modelirali kot linearno elasticˇen material ter ji
predpisali z meritvami pridobljen Youngov modul [9, 24].
Konstrukcijo smo pomrezˇili z volumskimi elementi C3D8R z nacˇinom strukturiranega
mrezˇenja (Slika 3.31). Zgornjo in spodnjo plosˇcˇo smo s PU peno povezali s TIE pove-
zavami [25].
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Z
Y
X
Slika 3.31: Mrezˇenje konstrukcije.
Spodnji plosˇcˇi smo na spodnji strani omejili pomike v x, y in z smeri ter rotacije okrog
x, y in z osi. Na sredini zgornje plosˇcˇe pa smo aplicirali obremenitev P velikosti 57,3488
N usmerjeno navpicˇno navzdol [25] (Slika 3.32).
Z
Y
X
Slika 3.32: Robni pogoji in obremenitve.
Rezultat numericˇne analize predstavlja deformacija PU pene. Na spodnji sliki (Slika 3.33)
so pomiki prikazani v obliki obarvanih kontur, iz katerih je razvidno, da znasˇa pomik
zgornje plosˇcˇe 2,023 mm v z smeri.
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U, Magnitude
+0.000e+00
+1.685e-01
+3.371e-01
+5.056e-01
+6.742e-01
+8.427e-01
+1.011e+00
+1.180e+00
+1.348e+00
+1.517e+00
+1.685e+00
+1.854e+00
+2.023e+00
Node: UTEŽ-1.17
Max: +2.023e+00
Max: +2.023e+000
X
Y
Z
Slika 3.33: Deformacija PU pene.
Ob primerjavi z eksperimentalno opravljenim enoosnim tlacˇnim preizkusom vidimo zelo
dobro ujemanje rezultatov v linearnem obmocˇju. Ob enaki obremenitvi P dobimo vre-
dnosti rezultirajocˇih pomikov, ki se med realnim in simuliranim preizkusom razlikujejo
za 0,03%.
Parametri, uporabljeni v realnem in simuliranem preizkusu:
– ∆zreal = 2,022323 mm
– Preal = 57,34883 N
– ∆zsim = 2,023 mm
– Psim = 57,34883 N
– EPUsim = 0,142158937 N/mm
2
– νPUsim = 0,14
53
Metodologija
3.3.2.2 Tritocˇkovni upogibni preizkus
Simulacijo tritocˇkovnega upogibnega preizkusa smo opravili na konstrukcijah Testni
etalon in Elan slalomske smucˇi na podlagi predhodno opravljenega realnega preizkusa,
ki je podrobno opisan v poglavju (Poglavje 3.2.2).
Konstrukcija Testni etalon
Konstrukcijo Testni etalon, ki je podrobno opisana v (Poglavje 3.1.1), smo poustvarili
v programu Abaqus ter ji predpisali enake obremenitve, P = 300 N, ter robne pogoje.
Konstrukcijo smo razdelili na tri dele: sredico, ki smo jo obravnavali kot volumski
gradnik in jo pomrezˇili z volumskimi KE C3D8R, zgornjo laminatno oplastitev, ki smo
jo obravnavali kot lupinski gradnik in jo pomrezˇili z lupinskimi koncˇnimi elementi S4R,
ter spodnjo laminatno oplastitev, ki smo jo tudi obravnavali kot lupinski gradnik in jo
pomrezˇili z lupinskimi koncˇnimi elementi (Slika 3.36) [14,22,26,27].
Slika 3.34: Spodnja laminatna oplastitev.
Slika 3.35: Zgornja laminatna oplastitev.
Prosojna povrsˇina predstavlja osnovno ravnino, na katero se zlagajo posamezni sloji
laminatov. Osnovna ravnina je v stiku z zgornjo in spodnjo povrsˇino sredice, kjer smo
tudi predpisali TIE povezave med posameznimi konstrukcijskimi gradniki: spodnja
oplastitev – sredica – zgornja oplasititev. Integracijske tocˇke so modro obarvane.
Kot smo zˇe omenili, imajo lupinski KE S4R mozˇnost opisa vecˇ slojev, kar smo iz-
koristili pri mrezˇenju zgornje in spodnje laminatne oplastitve. Iz slik (Slika 3.34) in
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(Slika 3.35) je razvidno, da ima posamezna oplastitev sˇtiri sloje laminatov razlicˇnih
debelin. Posamezni laminati ter sestava laminatnih slojev so opisani v poglavju (Po-
glavje 3.1.1) [22, 26].
X
Y
Z
Zgornja plast
Sredica
Spodnja plast
Slika 3.36: Pomrezˇena konstrukcija Testni etalon.
Konstrukciji smo predpisali obremenitev P , razdeljeno na pet enakih linijsko porazde-
ljenih delov s prijemaliˇscˇem na sredini konstrukcije. V levem krajiˇscˇu konstrukcije smo
pomike omejili v x, y in z smeri, v desnem krajiˇscˇu pa le v y in z smeri ter jo tako
opredelili z drsno cˇlenkasto podporo (Slika 3.37) [25].
Slika 3.37: Predpisani robni pogoji ter obremenitve.
Rezultate opravljene analize nam predstavljajo napetosti σx vzdolzˇ osi x ter pomiki
v(x) vzdolzˇ osi z.
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Na sliki (Slika 3.38) vidimo porazdelitev nateznih in tlacˇnih napetosti vzdolzˇ kon-
strukcije. Minimalno vrednost dosezˇejo na sredini zunanje povrsˇine zgornje laminatne
oplastitve, in sicer −21,32 MPa, maksimalno vrednost pa dosezˇejo na sredini zuna-
nje povrsˇine spodnje laminatne oplastitve, in sicer −20,97 MPa. Napetosti so vedno
izracˇunane v integracijskih tocˇkah. V nasˇem primeru smo koncˇnemu elementu S4R do-
delili sˇtiri sloje laminata ter pet integracijskih tocˇk v vsakem sloju. Na sliki (Slika 3.38)
je prikazan potek napetosti vzdolzˇ konstrukcije.
Max: +2.097e+001
Min: -2.132e+001
Slika 3.38: Natezne in tlacˇne napetosti σx [MPa] vzdolzˇ x osi.
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Deformacijsko stanje obravnavane konstrukcije vidimo na sliki (Slika 3.39). Po pricˇakovanju
dosezˇemo najvecˇjo vrednost na sredini zunanje povrsˇine spodnje laminatne oplastitve,
in sicer v(L/2) = −36,48 mm.
V, V3
Max: +0.000e+000
Min: -3.648e+001
Slika 3.39: Deformacijsko stanje konstrukcije v smeri z, v(x) [mm].
Diagram (Slika 3.40) nam prikazuje potek upogibne krivulje konstrukcije, ki jo bomo
kasneje uporabili za primerjavo z realnim preizkusom in analiticˇnim preracˇunom.
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Slika 3.40: Upogib konstrukcije Testni etalon v smeri z, v(x) [mm].
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Konstrukcija Elan slalomske smucˇi
Konstrukcijo Elan slalomske smucˇi, ki je podrobno opisana v (Poglavje 3.1.2), smo po
vzoru prejˇsnje konstrukcije definirali v programu ABAQUS ter ji predpisali enake robne
pogoje kot v realnem preizkusu. Ker je 3D model konstrukcije brez mosticˇenja, smo
v simulaciji konstrukcijo obremenili s sorazmerno manjˇso obremenitvijo. Mosticˇenje
konstrukcije, uporabljene za potrebe preizkusa, znasˇa hmost = 6 mm. Da dosezˇemo
nicˇno mosticˇenje, moramo konstrukcijo obremeniti z obremenitvijo Pmost = 31 N, kar
je v skladu z ISO 5902:1980 standardom. V simulaciji smo torej konstrukcijo obre-
menili z obremenitvijo P = 269 N. Ker sta poteka obeh analiz zelo podobna, bomo v
nadaljevanju opisali le tocˇke, pri katerih se analizi razlikujeta.
Zacˇetno geometrijo smucˇi smo morali najprej poenostaviti ter jo smiselno razdeliti v
segmente za potrebe algoritma strukturiranega mrezˇenja (Slika 3.41) [27].
Slika 3.41: Realna geometrija levo ter poenostavljena geometrija desno.
Konstrukcijo smo razdelili na enak nacˇin. Sredica, ki smo jo obravnavali kot volumski
gradnik in jo pomrezˇili z volumskimi KE C3D8R. Zgornja laminatna oplastitev, ki
smo jo obravnavali kot lupinski gradnik in jo pomrezˇili z lupinskimi koncˇnimi elementi
S4R. Spodnja laminatna oplastitev, ki smo jo tudi obravnavali kot lupinski gradnik in
jo pomrezˇili z lupinskimi koncˇnimi elementi [4, 22].
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Slika 3.42: Spodnja laminatna oplastitev.
Slika 3.43: Zgornja laminatna oplastitev.
Prosojna povrsˇina predstavlja, kot pri prejˇsnji konstrukciji, osnovno ravnino, na katero
se zlagajo posamezni sloji laminatov. Tudi pri tej analizi smo uporabili TIE povezave
med gradniki.
Iz slik (Slika 3.42) in (Slika 3.43) je razviden del zgradbe spodnje in zgornje oplasti-
tve. Prikazan je le sredinski segment konstrukcije, saj se zaradi vlozˇka v konici smucˇi
zgradba po dolzˇini in sˇirini spreminja. Posamezni laminati ter njihova sestava so opisani
v poglavju (Poglavje 3.1.2).
Kot pri predhodnem preracˇunu smo konstrukciji predpisali obremenitev P , razdeljeno
na pet enakih, linijsko porazdeljenih delov s prijemaliˇscˇem na sredini. V levem krajiˇscˇu
konstrukcije smo pomike omejili v x, y in z smeri, v desnem krajiˇscˇu pa le v y in z
smeri ter jo tako opredelili z drsno cˇlenkasto podporo [4, 25].
Rezultate opravljene analize nam predstavljajo napetosti σx vzdolzˇ osi x ter pomiki
v(x), vzdolzˇ osi z.
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Na sliki (Slika 3.44) vidimo porazdelitev nateznih in tlacˇnih napetosti vzdolzˇ kon-
strukcije. Minimalno vrednost dosezˇejo na sredini zunanje povrsˇine zgornje laminatne
oplastitve, in sicer −17,86 MPa, maksimalno vrednost pa dosezˇejo na sredini zuna-
nje povrsˇine spodnje laminatne oplastitve, in sicer +67,00 MPa. Na spodnji povrsˇini
spodnje oplastitve jasno vidimo razliko v porazdelitvi napetosti v konici smucˇi, kjer je
vstavljen vlozˇek iz steklenih vlaken namesto titanala, s tem se upogibna togost konice
zmanjˇsa.
Slika 3.44: Natezne in tlacˇne napetosti σx [MPa] vzdolzˇ x osi.
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Deformirano stanje obravnavane konstrukcije vidimo na sliki (Slika 3.45). Po pricˇakovanju
dosezˇemo ekstremno vrednost na sredini spodnje laminatne oplastitve, in sicer v(L/2) =
−60,08 mm.
Slika 3.45: Deformirano stanje konstrukcije v smeri z, v(x) [mm].
Diagram (Slika 3.46) nam prikazuje potek upogibne krivulje konstrukcije, slednjo bomo
kasneje uporabili za primerjavo z realnim preizkusom in analiticˇnim preracˇunom.
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Slika 3.46: Upogib konstrukcije Elan slalomske smucˇi v smeri z, v(x) [mm].
3.3.2.3 Upogibni preizkus na elasticˇni podlagi
Simulacijo upogibnega preizkusa na elasticˇni podlagi smo opravili na konstrukcijah
Testni etalon in Elan slalomske smucˇi ter tako simulirali priblizˇek snezˇne podlage.
Simulacija temelji na predhodno opravljenem realnem preizkusu, ki je podrobno opisan
v poglavju (Poglavje 3.3.2.3).
Potek simulacije je popolnoma identicˇen simulaciji tritocˇkovnega upogibnega preizkusa,
le da v tem primeru konstrukciji nista vpeti v podpori, temvecˇ sta prosto lezˇecˇi na PU
peni.
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Konstrukcija Testni etalon
Konstrukcijo Testni etalon smo na sredini obremenili z obremenitvijo P = 300 N
ter jo podprli z vzmetno podlago (Slika 3.47). Vzmetno podlago smo v Abaqusu
simulirali z modulom Elastic Foundation, ki izbrani povrsˇini dodeli elasticˇno podporo.
Vhodni parameter je modul podlage k = 0,0711 N/mm2, ki smo ga izracˇunali z enacˇbo
(Enacˇba 3.14), v poglavju (Poglavje 3.3.1.2) [4, 20,25].
Slika 3.47: Podprtje konstrukcije z vzmetno podlago.
Rezultat simulacije so nam predstavljale, po vzoru prejˇsnjih analiz, napetosti vzdolzˇ x
osi konstrukcije ter pomiki v(x) vzdolzˇ z osi.
Min: -7.179e+000
Max: +7.1806e+000
Slika 3.48: Natezne in tlacˇne napetosti σx [MPa] vzdolzˇ x osi.
Iz zgornje slike (Slika 3.48) je razvidno, da so napetosti nakopicˇene v srediˇscˇnem delu
konstrukcije in za celoten red velikosti manjˇse kot v primeru tritocˇkovnega upogibnega
preizkusa.
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V, V3
Min: -7.392e+000
Slika 3.49: Deformacijsko stanje konstrukcije v smeri z, v(x) [mm].
Zgornja slika (Slika 3.49) nam prikazuje deformirano konstrukcijo z vzmetnim pod-
prtjem, na sliki sta oznacˇeni vozliˇscˇi z najvecˇjim in najmanjˇsim pomikom. Najvecˇji
pomik znasˇa v(L/2) = 7,392 mm v z smeri navzdol (Slika 3.50).
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Slika 3.50: Upogib konstrukcije Testni etalon na vzmetni podlagi v smeri z, v(x)
[mm].
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Konstrukcija Elan slalomske smucˇi
Konstrukcijo Elan slalomske smucˇi smo na sredini obremenili z obremenitvijo P = 269
N, ki kot v primeru tritocˇkovnega upogibnega preizkusa vkljucˇuje odbitek obremenitve
zaradi doseganja nicˇnega mosticˇenja, in jo na enak nacˇin podprli z vzmetno podlago
kot v prejˇsnji analizi (Slika 3.51).
Slika 3.51: Podprtje konstrukcije z vzmetno podlago.
Rezultat simulacije nam je predstavljala porazdelitev napetosti vzdolzˇ x osi konstruk-
cije in pomikov v(x) vzdolzˇ z osi.
Slika 3.52: Natezne in tlacˇne napetosti σx [MPa] vzdolzˇ x osi.
Iz zgornje slike (Slika 3.52) je razvidno, da so napetosti nakopicˇene v srediˇscˇnem delu
konstrukcije in manjˇse za celoten red velikosti kot v primeru tritocˇkovnega upogibnega
preizkusa.
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V, V3
Min: -5.672e+000
Slika 3.53: Deformacijsko stanje konstrukcije v smeri z, v(x) [mm].
Zgornja slika (Slika 3.53) nam prikazuje deformirano konstrukcijo z vzmetnim pod-
prtjem. Na sliki sta oznacˇeni vozliˇscˇi z najvecˇjim in najmanjˇsim pomikom. Najvecˇji
pomik znasˇa v(L/2) = 5,672 mm v z smeri navzdol (Slika 3.54).
0 200 400 600 800 1000 1200 1400
x [mm]
-6
-4
-2
0
2
v
(x
) 
[m
m
]
Slika 3.54: Upogib konstrukcije Elan slalomske smucˇi na vzmetni podlagi v smeri z,
v(x) [mm].
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4 Rezultati in diskusija
Zaradi vecˇjega sˇtevila opravljenih analiz bomo primerjavo rezultatov razdelili v dve
podpoglavji: tritocˇkovni upogibni preizkus konstrukcije ter upogibni preizkus konstruk-
cije na vzmetni podlagi. V vsakem izmed poglavij bomo primerjali rezultate, prido-
bljene s pomocˇjo treh tipov analiz: eksperimentalne, analiticˇne in numericˇne.
Kot merilo za kakovost analiz bomo uporabili deformacijsko stanje konstrukcij. Vre-
dnosti, ki bodo predmet primerjave, so upogib v(x) ter maksimalna upogibna vrednost
vmax.
4.1 Tritocˇkovni upogibni preizkus konstrukcije
Testni etalon
Za primer konstrukcije Testni etalon smo opravili vse tri analize. Primerjave upogib-
nih krivulj vidimo na diagramu (Slika 4.1). Najvecˇje vrednosti upogiba so navedene
spodaj.
– v(500)EKSmax = 37,30 mm
– v(500)ANAmax = 36,32 mm
– v(500)NUMmax = 36,48 mm
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Slika 4.1: Primerjava upogibnic konstrukcije Testni etalon.
Rezultati analiz se nahajajo v obmocˇju ± 0,98 mm, kar predstavlja 2.63% odstopanje
med najvecˇjo in najmanjˇso vrednostjo. Iz slike (Slika 4.1) vidimo dobro ujemanje
upogibne krivulje po celotni dolzˇini konstrukcije.
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Elan slalomske smucˇi
Za primer konstrukcije Elan slalomske smucˇi smo opravili numericˇno in eksperimen-
talno analizo. Primerjave upogibnih krivulj vidimo na diagramu (Slika 4.2). Najvecˇje
vrednosti upogiba so navedene spodaj.
– v(761,5)EKSmax = 59,60 mm
– v(761,5)NUMmax = 60,08 mm
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Slika 4.2: Primerjava upogibnic konstrukcije Elan slalomske smucˇi.
Rezultati analiz se nahajajo v obmocˇju ± 1,20 mm, kar predstavlja 2,00% odstopanje
med najvecˇjo in najmanjˇso vrednostjo. Najvecˇja vrednost upogiba se pojavi na
dolzˇini L = 761,5 mm in ne na sredini konstrukcije. Vzrok za to je vlozˇek v konici
iz steklenih vlaken, ki nadomesti sloj titanala in zmanjˇsa upogibno togost konice.
Iz slike (Slika 4.1) je razvidno dobro ujemanje upogibne krivulje v repu smucˇi. V
konici je razvidno odstopanje med upogibnicama v obmocˇju 5, mm ki je sˇe vedno v
tolerancah variabilnosti proizvodnje.
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4.2 Upogibni preizkus konstrukcije na
vzmetni podlagi
Testni etalon
Za primer konstrukcije Testni etalon smo opravili vse tri analize. Primerjave upogib-
nih krivulj vidimo na diagramu (Slika 4.3). Najvecˇje vrednosti upogiba so navedene
spodaj. Upogibni krivulji, pridobljeni z numericˇno analizo ter analiticˇnim pristo-
pom, se popolnoma ujemata. Eksperimentalno pridobljene upogibnice nimamo, saj
nismo razpolagali z napravo, ki bi bila zmozˇna pomeriti celotno upogibno krivuljo z
zadostno natancˇnostjo, zato smo izmerili le najvecˇji upogib na sredini konstrukcije.
– v(500)EKSmax = 7,00 mm
– v(500)ANAmax = 7,30 mm
– v(500)NUMmax = 7,39 mm
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Slika 4.3: Primerjava upogibnic konstrukcije Testni etalon.
Rezultati analiz se nahajajo v obmocˇju ± 0,39 mm, kar predstavlja 5,27% odsto-
panje med najvecˇjo in najmanjˇso vrednostjo. Razlike med analiticˇno in numericˇno
pridobljenimi vrednostmi lahko pripiˇsemo neuposˇtevanju sil trenja med PU peno in
drsno podlogo ter nelinearni karakteristiki tlacˇne deformacije PU pene.
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Elan slalomske smucˇi
Za primer konstrukcije Elan slalomske smucˇi smo opravili numericˇno in eksperimen-
talno analizo. Primerjave upogibnih krivulj vidimo na diagramu (Slika 4.4). Najvecˇje
vrednosti upogiba so navedene spodaj. Kot v prejˇsnjem primeru smo eksperimen-
talno pomerili le najvecˇjo vrednost upogiba na sredini konstrukcije.
– v(725)EKSmax = 5,60 mm
– v(725)NUMmax = 5,67 mm
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Slika 4.4: Primerjava upogibnic konstrukcije Elan slalomske smucˇi.
Rezultati analiz se nahajajo v obmocˇju ± 0,07 mm, kar predstavlja 1,23% odstopanje
med najvecˇjo in najmanjˇso vrednostjo. Razlike med rezultatom eksperimenta ter
numericˇne analize so v tem primeru manjˇse. Na podlagi manjˇsih vrednosti upogiba
bi lahko sklepali, da se nahajamo v linearnem podrocˇju tlacˇnih deformacij PU pene,
ki je prisotno na zacˇetku deformiranja (Slika 3.10).
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5 Zakljucˇki
V sklopu magistrske naloge smo verificirali model upogiba slalomskih smucˇi na vzmetni
podlagi. Verifikacija je potekala s sosledjem korakov, katerih kljucˇni izsledki so opisani
v naslednjih tocˇkah:
– Med izdelavo sendvicˇ konstrukcije je potrebna posebna pozornost pri obdelavi sre-
dice, kjer so najvecˇja dovoljena odstopanja v obmocˇju ±0,2 mm od teoreticˇne oblike.
Zˇe ti odstopki imajo nezanemarljiv vpliv na polozˇaj nevtralne osi in posledicˇno na
upogibno togost smucˇi.
– Mehanske lastnosti PU pene smo dolocˇili s standardiziranim tlacˇnim preizkusom.
Za celovit opis lastnosti bi morali opraviti meritev Poissonovega kolicˇnika, vendar
zaradi zapletenosti merilnega postopka, tega nismo storili.
– Med opravljanjem tritocˇkovnega upogibnega poizkusa smo opazovali zvezo med obre-
menitvijo ter deformacijo, ki je bila po celotnem obmocˇju linearna. Na podlagi tega
izsledka smo lahko odsˇteli obremenitev, potrebno za iznicˇenje mosticˇenja. To pred-
postavko smo uporabili v nadaljnjih numericˇnih analizah modela brez prednapetja.
– Analiticˇno resˇitev smo pridobili s pomocˇjo teorije majhnih premikov, ki se je dobro
ujemala z numericˇnim in eksperimentalnim rezultatom. Za analiticˇno dolocˇitev upo-
gibnice v primeru konstrukcije s spremenljivo upogibno togostjo E(x), I(x) vzdolzˇ
prereza bi morali uporabiti teorijo velikih premikov, saj bi v nasprotnem primeru
bili pogresˇki preveliki.
– Vzmetni podlagi smo pripisali linearno karakteristiko za primer analiticˇnega in nu-
mericˇnega resˇevanja. Pri majhnih deformacijah je to deloma ustrezalo realnemu
stanju, v primeru vecˇjih deformacij karakteristika ni vecˇ linearna, kar je bilo razvi-
dno pri tlacˇnem preizkusu PU pene. Silo trenja med PU peno ter spodnjo povrsˇino
obravnavanih konstrukcij smo zanemarili, kar gotovo prispeva k zmanjˇsanju upogibne
deformacije.
– V sklopu numericˇnih analiz smo vse materiale definirali kot linearne in izotropne,
kar ni v skladu z realno sestavo, saj smo imeli opravka s kompozitnimi strukturami,
ki so anizotropne. Stike med laminatnimi sloji smo definirali kot toge s tem, da smo
med telesoma v stiku vezali vse prostostne stopnje. Vpliv lepila in nepopolnega stika
med sloji je bil zanemarjen.
Magistrsko delo predstavlja osnovo za postavitev modela, ki bi lahko nadgradil obstojecˇ
nacˇin preracˇuna smucˇi. S predstavljeno metodo bi lahko v preracˇun zajeli tudi vpliv
snezˇne podlage ter vpliv 3D oblikovanja laminatnih slojev in sredice konstrukcije.
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Zakljucˇki
Predlogi za nadaljnjo delo
Ena izmed tem, ki bi si v prihodnje zasluzˇila vecˇ pozornosti, je modeliranje stikov
med posameznimi sloji laminatov. S poznavanjem vezivnosti med materiali bi lahko
simulirali delaminacijo in posledicˇno porusˇitev konstrukcije.
Drugo podrocˇje bodocˇih raziskav bi lahko bili vplivi dinamicˇnih obremenitev ter lastnih
nihanj na vozne karakteristike smucˇi. Na tem podrocˇju je veliko mozˇnosti za razvoj,
saj bi s snovanjem konstrukcije v nad ali pod kriticˇnim podrocˇju lastnih nihanj dosegli
bistveno izboljˇsanje voznih lastnosti smucˇi.
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